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1. Lenguaje de la Logica Proposicional

La loégica Proposicional pretende estudiar las frases declarativas simples (enunciados o
proposiciones) que son los elementos basicos de transmision de conocimiento humano.

De manera informal, una proposicion se define como una frase que puede ser considerada
Verdadera o Falsa y que no se puede descomponer en otras frases Verdaderas o Falsas.

Para relacionar las distintas proposiciones se utilizan las siguientes conectivas:

Nombre de la conectiva Representacion Ejemplos de frases en las que aparece
Negacion —p no p
es falso p

no es cierto p

Conjuncion pAq pyq
pperoq
p sin embargo g
p no obstante q
p a pesar de g

Disyuncion pvq 0 p o qoambos
almenospoq
como minimo p 0 q

Condicional p—q si p entonces g
p s6losiq
(Implicacion) qgsip
g cuando p

q es necesario para p
para p es necesario q
p es suficiente para g
para q es suficiente p
no p a menos que q

Bicondicional p<q p es necesario y suficiente para g
(Equivalencia) psiysolosiq

1.1. Alfabeto de la Légica Proposicional

El lenguaje de la ldgica proposicional trabajara con los siguientes conjuntos de simbolos:

Constantes: VF
Variables o letras proposicionales: p, g, r, ...

Simbolos de Conectivas: AV DO
Signos de puntuacién: O

1.2. Sintaxis de la Légica Proposicional

Las reglas de formacion de frases en el lenguaje de la logica proposicional (LPROP) son:

1.- Las constantes V (Verdadero) y F (Falso) pertenecen a LPROP
2.- Las letras de proposicion p,q,r,.. pertenecen a LPROP




Resolucién Proposicional Lenguaje de la Ldgica Proposicional

3.- Si Ay B pertenecen a LPROP entonces (—A), (—B), (AAB),(AvB),(A—>B),(A<B)

pertenecen a LPROP
4.- S6lo pertenecen a LPROP las férmulas que cumplan los requisitos 1, 2 y 3.

Con el fin de evitar el exceso de paréntesis se establece la siguiente jerarquia de prioridades:

-/

N V
—> &>

Con dicha tabla, la férmula —p v @ — p A r se reconoceria como: ((—p) v q) > (p A T)

1.3. Semantica de la Logica Proposicional

La teoria semantica de la l6gica proposicional trata de atribuir significados (Verdadero o Falso) a las
distintas formulas del lenguaje. Dichos significados dependen del contexto particular en el que se utilice la
formula. Cada contexto se denomina Interpretacion.

Definicion 1: Una interpretacion de una formula F en logica proposicional es una asignacion de valores
{V, F} a cada una de las letras proposicionales de F. El valor de una proposicion p bajo una
interpretacion / se denota como Vi(p).

Definicion 2: Dada una férmula F'y una interpretacion /, el valor de F bajo I, denotado por V(F) es:

° Si F esté formada por una proposicion p, entonces V(F)= V\(p)

V siV,(G)=F

°Si F esde laforma —G entonces V, (F) = .
F siV,(G)=V

V siV,(G)=V,(H)=V

°Si F esdelaforma G A Hentonces V, (F) = .
F en caso contrario

F siV,(G)=V,(H)=F

°Si F esdelaforma G v Hentonces V,(F)= .
\Y en caso contrario

F siv,(G)=V y V,(H)=F

°Si F esdelaforma G — H entonces V, (F) ={ .
Vv en caso contrario

V siV,(G)=V,(H)

°Si F esdelaforma G« H entonces V, (F) :{ .
F en caso contrario

Ejemplo 1: Sea la formula F= (p—q)<>—qv—p y la interpretacion I que asigna Vi(p)=F y Vi(q)=V.
Entonces Vi(F)=V

Definicion 3: Una interpretacion / es un modelo para una formula £ si V(F)=V

Es posible establecer una clasificacion de las férmulas proposicionales en funcion de los valores que
tomen bajo las diferentes interpretaciones, de esta forma una férmula F se clasifica en:

Vélida 6 Tautologia: Todas las interpretaciones son un modelo (Para toda interpretacion 1, V,(F)=V)
Satisfacible: Alguna interpretacion es un modelo (Existe una interpretacion | tal que V,(F)=V)

Insatisfacible: Ninguna interpretacién es un modelo (No existe una interpretacion I tal que V,(F)=V)
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Todas las férmulas

Satisfacibles Insatisfacibles

Una formula puede ser: satisfacible o insatisfacible. Un tipo especial de férmula satisfacible, es
aquella que toma siempre valor V (es valida). Por tanto, las férmulas validas son un subconjunto de las
satisfacibles.

Teorema 1: Una formula F es valida si y s6lo si su negacion —F es insatisfacible.
Dem: F es vélida

s { Def. vélida}
VI V\(F)=V

S { Def. Interpretacion — }
VIV(=F)=F

= { Def. Insat. }

—F es Insatisfacible

NOTA: A lo largo de estos apuntes se utilizara un formato lineal para las demostraciones promovido por
E. W. Dijkstra [Dijkstra, 90]. En este formato, las lineas impares contienen los principales pasos de la
demostracion y las lineas pares, comentarios para pasar de un paso a otro.

En algunas ocasiones, el comentario recurre a la regla de Leibniz que dice lo siguiente:

Si se cumple F(X) y X =Y entonces también se cumple F(Y)
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2. Equivalencia logica

Definicion 4: Se dice que dos formulas A y B son equivalentes légicamente (se denota por A=B 6
A <> B) si para toda interpretacion /, se cumple que V, (A) =V, (B)

Teorema 2: A = B si y solo si la formula A<>B es valida

Dem: A=B
S {Def.=}
VIV|(A) = V|(B)
S { Def. Interpretacion <> }
VIV, (A&B) =V
s { Def. Vélida }

AB es vilida
El teorema anterior reduce la demostracion de equivalencia entre férmulas a la demostracion de validez de
una formula.

A continuacidn se presenta una tabla con una serie de equivalencias de uso comin y de facil demostracién
A—->B=—-AVB
A—->B=-B—>—-A

A B=(A->B)A(B—>A)

Supresion de Implicacion:
Contraposicion:
Supresion de Doble Implicacion:

Absorcion ArBVA=A Av(BAA=A
Dominacion AAF=A AvV=V
Elemento neutro AAV=A AvF=A
E. Complementario Contradiccion Medio Excluido
AAr—A=F Av-A=V
Idempotencia AArA=A AvA=A
Commutativa AAB=BAA AvB=BVA
Asociativa An (BAC)= (AAB)AC Av (BvC)= (AvB)v C
Distributiva Av (BAC)=(AvB)A (AVC) AA(BvC)=(AAB)V(AAC)
De Morgan —(AvB)=—Av—B —(AAB)=—Av—B
Doble Negacion ——A=A
(Involucién)

Teorema 3: Si A es véliday A = B entonces B es vélida

Dem: A es vélida
s { Def. Vélida }
VI V\(A) =V
o {Si A=B entonces VI V,(A) = V,(B), Leibniz }

VI V\(B) = V

{ Def. Valida }

B es vélida

Con el teorema anterior, si se sabe que X es valida, para demostrar que Z es valida se podra utilizar el

formato: X

Y

z

{.}
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3. Consecuencia Logica
Definicion 5: Sea C un conjunto de férmulas {Py, P,, ...P,} y sea Q una formula. Se dice que Q es
consecuencia ldgica del conjunto C (se denotara C = Q) si toda interpretacién que es un modelo de C es
también un modelo de Q.

Es decir, si para toda interpretacion | se cumple que si V, (P) =V, (P)=..=V,(P) =V
entonces V, (Q) =V

Intuitivamente, se podria considerar cada interpretacién como una posible situacién. Decir que Q
es consecuencia Idgica de unas premisas es equivalente a pensar que Q toma valor V en cualquier
situacion en la que las premisas tomen valor V.

Una estructura de la forma {P,, P,, ...P,} = Q se denomina razonamiento. Donde {P,, P,, ...P.}
es el conjunto de premisas y Q la conclusién.

Se dice que un razonamiento es correcto si la conclusion es consecuencia logica de las premisas.

Teorema 4: {P|, P,, ...P,} = Q es correcto siy s6lo si P A P, A..AP, = Q es vilida

Dem: {P, P,, ...P,} = Q es correcto

= { Def. Razonamiento }
VISiV,(P)=V,(P)=..=V,(P,) =Ventonces V, (Q) =V

S { Def. Interpretacion de conjuncién }
VISiV(PiAPyA...AP)=Ventonces V, (Q) =V

S { Def. Interpretacion de Implicacion }
VIV, (PiAPy A AP, > Q)=V

s { Def. Vélida }

PiA Py, A..AP,— Qes valida
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4. Tecnicas Semanticas de Estudio de Validez Proposicional

4.1. Tablas de Verdad

Definicion 6: Una tabla de verdad es una representacion tabular del valor de una férmula en todas las
posibles interpretaciones.

Por ejemplo, para calcular el valor de verdad de la formula F = p—q <> —pvq, la tabla de verdad
consiste en representar las 4 posibles interpretaciones y evaluar la formula en dichas interpretaciones

P |da |[poao-pvg
FIF v
Flv v
VI|F Vv
V|V v

El nimero de posibles interpretaciones de una formula F es 2" donde n es el nimero de variables
proposicionales de F. Por tanto, este método tiene una complejidad exponencial que complica su
utilizacion para férmulas complejas

4.2. Arboles Semanticos
Definicion 7: Un arbol semantico es una técnica similar a las tablas de verdad que puede simplificar la
evaluacion de algunas formulas.

Inicialmente, se forma el conjunto LP de letras proposicionales de la formula. Se construye un nodo
inicial del arbol que se tomara como nodo actual y se aplica el siguiente procedimiento:

1.- Se intenta evaluar la formula en el nodo actual.
2.- Si es posible asignar a F un valor {V,F} se etiqueta el nodo con dicho valor y se finaliza el
tratamiento del nodo actual.
3.-En caso.contrario: - Se Selecciona la primera letra proposicional p del conjunto LP
- Se Borra p de LP.

- Se Construyen dos ramas, una correspondiente a p interpretado con valor V
(identificada como p) y la otra correspondiente a p con valor F (identificada
como —p).

- Repetir el procedimiento por cada uno de los dos nuevos nodos.

Definicion 8: Los nodos del arbol semantico en los que el conjunto de significados atribuidos hasta ellos
hacen Falsa la formula, se denominan nodos de fallo y los que la hacen verdadera, nodos de éxito

Ejemplo 2: Dada la formula (p—q) —(—p——q). Seleccionando los literales por orden alfabético, se
obtiene el arbol semantico:

=l

—p

q —q
F \%

Como puede observarse, no ha sido necesario evaluar las interpretaciones p=V, =V y p=V, q=F.

4.3. Demostraciones por Contradiccion
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Para demostrar que una férmula F es valida por contradiccion se realiza lo siguiente:

1.- Se supone que existe una interpretacion | tal que V,(F) = F y se intentan calcular los diversos valores
de la formula.

2.- Si se llega a una contradiccion:
Entonces: -3l V(F)=F = VI V((F)=V = F es valida
En Caso Contrario: I Vi(F) = F = F no es valida

Este tipo de demostraciones se suelen representar etiquetando la férmula con valor F y evaluando
posibles valores hasta que se llegue la contradiccion.

Ejemplo 3. A continuacion se demuestra que la formula —pv—q—>—(pAq) es valida

—pv—=g—>-—(prq)
\Y \Y vV V
—_— = —
F F v
F

V)

Contradiccion +—"" F

A la hora de evaluar una conectiva pueden aparecer varias alternativas. Conviene recordar que:

Para poder asegurar que F es valida debe llegarse a contradiccién por todas las alternativas

Si no se llega a contradiccion por alguna alternativa se puede decir que F no es valida

Ejemplo 4. A continuacion se demuestra la transitividad de la equivalencia logica. Es decir que:
{A->B,B&CO)= (A0

Para ello, basta con demostrar que la formula (A<>B)A(B<>C)—>(A<>C) es valida. En dicha
demostracion aparecen dos alternativas y, como se llega a contradiccion por ambas, puede concluirse que
la formula es valida.

A< BAB&C—>AC A< BAB—<C—>A-C
\Y Y Vv \Y Vv F F F F F F
— —
\Y Vv \% A\
-y v . ,
v > Contradiccion v W Contradiccion
F F
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4.4. Resolucion Proposicional

El método de resolucion es un algoritmo facilmente mecanizable propuesto por J.A. Robinson en
1965. La entrada del algoritmo no es una férmula, sino un conjunto de clausulas y el algoritmo chequea si
son insatisfacibles. Antes de presentar el algoritmo de resolucion, se define qué es una clausula y cémo
transformar una férmula en un conjunto de clausulas mediante las formas normales.

4.4.1. Formas Normales

Definicion 9: Una férmula F es una conjuncion si es de la forma F A F,A---AF, n=0

Definicién 10: Una formula F es una disyuncién si es de la forma F v F,v--vF, n=0

Definicion 11: Un literal es una proposicion (p) 0 una proposicién negada (—.p) .

Definicion 12: Una féormula F estd en Forma Normal Conjuntiva (FNC) si es una conjuncion de la

m/ n
forma F, AF,A---AF, donde cada F; es una disyuncion de literales. Se representa como /\[ Y Iij)
i=1\ j=1

Ejemplo 5: La siguiente formula esta en Forma Normal Conjuntiva: (—pvq) A (—pvrv—s) A p

Definicion 13: Una formula F estd en Forma Normal Disyuntiva (FND) si es una disyunciéon de la

m/ n
forma F,vF,v...vF, donde cada F; es una conjuncion de literales. Se representa como v( A Iij)
i=1\_j=1

Ejemplo 6: La siguiente formula esta en Forma Normal Disyuntiva: (p A =q A1) vV —p Vv (r A —=8)
Ejemplo 7: Obsérvese que la formula —p esta a la vez en FNC y FND

Teorema 5: Toda formula de la ldgica de proposiciones puede ser transformada en una formula
logicamente equivalente a ella en Forma Normal Conjuntiva (Disyuntiva).

Dem:

La demostracién consiste en indicar los pasos del algoritmo de transformacién a forma normal
conjuntiva. Puesto que estos pasos mantienen la equivalencia y dado que la equivalencia cumple la
propiedad transitiva (ejemplo 4), la formula resultante es equivalente a la formula original. Para demostrar
formalmente que el algoritmo termina, se requiere el estudio de sistemas de re-escritura de términos que
puede consultarse en [Abramsky, 92]. Los pasos de transformacién son:

1. Eliminar conectiva <>
AoB = (A—>B)A (B—A)
2. Eliminar conectiva —
A—>B=-AvVvB
3. Introducir negaciones hasta que afecten a literales mediante las leyes de Morgan.
—|(A/\ B)E—|AV—|B —|(Av B)E—A/\—B
4. Eliminar negaciones multiples.
—A=A
5. Aplicar propiedades distributivas para eliminar las posibles conjunciones (disyunciones) dentro
de disyunciones (conjunciones) obteniendo Forma Normal Conjuntiva (Disyuntiva).
A/\(BVC)E(A/\B)V(A/\C) AV(B/\C)E(AVB)/\(AVC)
Puesto que las formulas resultantes de aplicar cada uno de los pasos anteriores mantienen la
equivalencia, la férmula obtenida sera equivalente a la formula original.

En muchas ocasiones se afaden otros tres pasos que simplifican la formula resultante:
6.  Eliminar conjunciones/disyunciones con un literal y su opuesto.
(pr=pAX)vY=Y
(pv —pv X)AY =Y
7. Eliminar literales repetidos
pAp=p

10
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pvp=p
8.  Eliminar subsunciones. Una subsuncion se produce cuando una conjuncidn (o disyuncién) C esta
incluida en otra D. En dicho caso se elimina la clausula D
(AvB)AA=A
(AAB) VA=A

Ejemplo 8: Para transformar la formula —(p—q)<>pvr a Forma Normal Conjuntiva, se pueden emplear
los siguientes pasos:

—(p—>q)>pvr

{ Eliminacion <> }

=@P->9—=>pv)Aa((pvr)—>—(p—>q)

{ Eliminacién — }

(== EpvvpvD)A(=(PVDV=(=p V)

{ Eliminacién doble negacion }

(=pvavpVvr)A(=(VvrVva(=pvq)

{ Eliminacién disyuncion con literal y su opuesto }

(=(PVvD)V-a(=pvq)
{ De Morgan }

(—pA-1)V(=pA—Q)

{ Eliminacion doble negacion }

(=pA=1)V(PA=Q)
{ Distributiva v }

(FpA—=1)VP)A(=pA—T)V—Q)
{ Distributiva v }

(=pvp V=) vpA((=pA=T)V=Qq)

Definicion 14: Una clausula es una disyuncion de literales.
Definicion 15: Una formula esta en Forma Clausal si se expresa como un conjunto de clausulas.

La transformacion de una formula en Forma Normal Conjuntiva a Forma Clausal es inmediata
sustituyendo las conectivas A por comas y englobando las disyunciones entre llaves.

Ejemplo 9: La formula (—|p \ q) A (—|p vV —|r) /\( p) en Forma Normal Conjuntiva equivale a

{—|p vg,—pvQqyv-r, p} en Forma Clausal

Definicion 16: Una clausula sin literales se denomina cldusula vacia, se representa por 7 y su valor es
siempre Falso.

Definicion 17: Una clausula que tiene a lo sumo un literal positivo, se denomina clausula Horn. Una
clausula Horn sera de la forma: Av—B;v—B,v...v—B,

Si n=0, se denomina hecho, si no existe literal positivo (no existe 4) entonces se denomina objetivo y,
finalmente, si n>0 y existe literal positivo, se denomina regla.

11
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4.4.2. Algoritmo de Resolucion Proposicional

El algoritmo se basa en una regla de inferencia sencilla y, a la vez, de gran potencia: la regla de
resolucidn. Puesto que se utiliza una sola regla, el algoritmo es facil de analizar e implementar.

La idea del principio de resolucion es simple: Si se sabe que se cumple: "P 6 Q" y también se sabe que se
cumple "no P 6 R" entonces se puede deducir que se cumplira "Q 6 R".

Ejemplo 10: Si se tiene: "Gana o Pierde o Empata" y "Si Gana entonces da una Fiesta o Va de Viaje". Se
puede deducir que: "O Pierde o Empata o da una Fiesta o va de Viaje".

Formalizando, la primera frase seria: Gv PV E ylasegunda: G—>FvV =—-GvFvV
La regla de resolucion inferird: PVvEvV F vV

Definicién 18: Dadas dos clausulas C, y C, tales que exista un literal / de forma que | eC, y —l €C,, se
denomina resolvente de C, y C, respecto a/ ala clausula:

R(C,C,)=(C, - {I})u(C, - {-1}).

Se dice que C; y C, son cldusulas resolubles.

Teorema 6 (Consistencia de la regla de resolucion): El resolvente de dos clausulas es consecuencia
l6gica de ellas. Es decir {C,,C,} = R(C,,C,)

Demostracion: Se demuestra por contradiccion:

Sea C =lvi vi,vewvl, y C==lviyvi,v-vl, .

El resolvente de C, y C, respectoalserd R (C,,C,) =1, vI,v--vi vy v, ve-vl,,

Por el teorema 2, probar que {C,,C,}=>R(C,,C,) es equivalente a probar que C;AC, — Ry(C1,Cy) es

valida. Supongase que existe una interpretacion que la hace Falsa, la asignacién de valores sera:
\I/v I, vy, /\—|\|/v I,Z:lVWVIZF” >l vl v veevily,

F F F F F F
\% F F
t \% ’
M /\/

4/ F
Contradiccioén

Puesto que se llega a una contradiccion, la formula no puede ser Falsa y serd siempre verdadera, es
decir, la férmula es Vélida.

Teorema 7: Dadas dos cldusulas C; y C, pertenecientes a un conjunto C y resolubles respecto un literal /,
entonces: C=CUR,(C;,C,) .
Demostracion: Sea C = Ci;aCa...AC,, entonces, el conjunto CUR, (Cl, Cz) sera

CiACoA...ACA R(Cy,Cy). La demostracion se reduce a comprobar que la formula CiACHA...AC, <
CinCoa...ACoA R|(Cy,Cy) es valida. Para ello, se tiene en cuenta el teorema anterior y se demuestra por
contradiccon.

CiACon--AC, & CAC,A---AC,AR|(C,Cy)
VoV Vv VAR Vv v

VN
\ . .
(\; ) Obsérvese el valor V se
obtiene a partir del teorema anterior
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Cl/\Cz/\"'/\Cn <—)Cl/\C2 /\Cn/\R| (Cl’CZ)
\% \Y% \% \% \Y% \Y \%

\ \Y
E

S E

Teorema 8: Si el resolvente de dos clausulas C; y C, pertenecientes a un conjunto C es la cldusula vacia,

entonces C es insatisfacible.
Demostracion:  En primer lugar, se demuestra que el conjunto C es equivalente a F

C
= { Teorema 7 }
C ARI(Cy,Cy)
= { Hipotesis }
CaAm
= {Definicion, = = F}
CAF
= { Dominacio6n }
F

Finalmente, se demuestra que cualquier formula equivalente a F es insatisfacible

C=F

o { Def. Interpretacion = }
VIV|(C) = Vi(F)

o { Def. Interpretacion: V,(F) = F }
VIV(C)=F

& { Def. Insatisfacible }

C es insatisfacible

A partir de los teoremas anteriores, se define el algoritmo de resolucion que chequeara si un conjunto de
clausulas es insatisfacible.

Algoritmo de resolucion proposicional

Entrada: Un conjunto de clausulas C

Salida: Detecta si C es insatisfacible

1.- Buscar dos clausulas C;,C, €C tales que exista un literal / que cumple que | €C, y =l €C,
2.- Si se encuentran:

3.- Calcular R, (C;,C,) y afadirlo al conjunto C

4.-8i R/(C,,C,) =00 entonces SALIR indicando que C es insatisfacible.

5.-Sino, Volvera 1

3.- Si no se encuentran: SALIR indicando que C no es insatisfacible.

Ejemplo 11: Sea C el siguiente conjunto de clausulas {p,—|p v({,—r—pv-—qv r} , se puede demostrar

que C es insatisfacible por resolucion. Para ello:

- Se resuelve la tercera clausula (—r) con la cuarta (—pv —(g v ), obteniendo —pv —Q.
- Se resuelve ahora la clausula anterior con la segunda clausula (—p\v Q) obteniendo: —p

- Se resuelve ahora la cldusula anterior con la primera y se llaga a la cldusula vacia o

Puesto que se llega a la clausula vacia, C es insatisfacible.
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Teorema 9: Un razonamiento de la forma PB,P,,---,P, = Q es correcto si y solo si el conjunto de
clausulas {Plc, PZC,~-~Pn°,—|Q°} es insatisfacible. Cada P° es el resultado de transformar la premisa P, a

forma clausal y —Q° es el resultado de transformar la negacion de la conclusion a forma clausal.
Dem: P.P,--,P,=Q
= { Teorema 4}
BAP, A---APB, &> Q esvalida
= { Teorema 1}
—(B AR, A---APB, > Q) es insatisfacible
& { Pasando a Forma Normal Conjuntiva cada premisa y operando }

{ R, PSP, —Q° } es insatisfacible

Ejemplo 12: Para estudiar si el razonamiento {p AQDTAS, P> —|S} = —pv—( es correcto por

resolucion, es necesario transformar cada premisa a forma clausal y afiadir el resultado de transformar la
negacion de la  conclusion a  forma  clausal. El  conjunto  obtenido  seria

{—|p v—qVvr,—pv—gvs—pv-sp, q} . Aplicando el algoritmo de resolucion:
- Se resuelve la segunda clausula (— pv —(q Vv S) con la tercera (—p v —S), obteniendo —p v —Q
- Se resuelve ahora la clausula anterior con la cuarta clausula (p) obteniendo: —(Q

- Se resuelve ahora la clausula anterior con la quinta y se llega a la clausula vacia o

Puesto que se llega a la clausula vacia, el conjunto de clausulas es insatisfacible y el razonamiento es
correcto.

Demostracion de la completud del algoritmo de resolucion

Se presentan las ideas generales de la demostracion de la completud del algoritmo de resolucion
proposicional. Una demostracion formal requiere técnicas que se salen del ambito de estos apuntes y
puede consultarse en [Fitting, 96]

Ejemplo 13: Sea el conjunto de clausulas C = {p, —pvq, -, —|pV—|qu}, para construir el arbol

semantico para C se recuerda que un conjunto de clausulas equivale a una féormula en Forma Normal
Conjuntiva, en este caso, p A (—|p v q) A (—|r) A (—|p v Qv r) . En la siguiente figura se muestra el arbol

semantico correspondiente marcando la clausula falsificada en los nodos de fallo. El arbol semantico sera:

F(=pv—qvr)

6F (—|r)

Lema 1: Si un conjunto de clausulas es insatisfacible, entonces el arbol semantico es finito y esta limitado
por nodos de fallo, se denomina, en ese caso, arbol de fallo.
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Lema 2: Cada nodo de fallo » falsifica al menos a una de las clausulas del conjunto que sera la clausula
asociada a n.

Lema 3: La clausula C asociada a un nodo de fallo » contiene un subconjunto de los complementos de los
literales que aparecen en la rama que va desde la raiz del arbol semantico hasta ».

Demostracion: Puesto que la clausula C es falsificada en el nodo n, todos sus literales deben tener
asignado un valor en la interpretacion parcial correspondiente a n. Ademas, el valor de esos literales debe
ser F (puesto que C es una disyuncion). El valor asignado debe ser el complementario.

Definicion 19: Se denomina nodo de inferencia a un nodo del arbol semantico cuyos dos hijos son nodos
de fallo.

Lema 4: En un arbol de fallo, salvo que s6lo tenga un nodo, debe existir al menos un nodo de inferencia.
Demostracion: Puesto que el arbol de fallo es finito y las ramas se desarrollan de dos en dos,
necesariamente tendremos un Ultimo nodo desarrollado con dos hijos.

Lema 5: Si el arbol semantico de un conjunto de clausulas es de fallo y contiene un s6lo nodo, entonces
dicho conjunto contiene la clausula vacia.

Lema 6: Un nodo de inferencia i indica un paso de resolucion de las clausulas asociadas a sus dos hijos.
El resolvente de dichas clausulas es falsificado por el nodo i y, ocasionalmente, por alguno de sus
antecesores.

Demostracion: En un nodo de inferencia i cualquiera, se tendra un esquema como el que sigue:

i
(p) (=p)
p=V p=F
J k
F(C)) F (Cy)

- Puesto que el nodo i no falsifico C; y lo tnico que cambia en el nodo j respecto a i es el valor de p,
la clausula C, debe contener el literal —p (complementado para que sea Falso).
- Por la misma razon anterior, la clausula C, debe contener el literal p (sin complementar para que sea
Falso)
Por tanto C, y C, son resolubles respecto a p. El esquema sera:
C; =—pvresto_C,
C, =pvresto_C,
En el nodo j, C, toma valor Falso, por tanto resto_C, tomara también valor Falso, como resto_C, no
contiene el literal p también tomaréan valor Falso en el nodo i. De la misma forma, resto_C, tomard valor
Falso en el nodo i. Por tanto, R (C,,C,) =resto_C, v resto_C, tomara valor Falso en el nodo i, es decir,
el nodo i, es un nodo de fallo para el resolvente de C, y C,
En ocasiones, puede ocurrir que el resolvente sea falsificado también por alguno de los padres del
nodo de inferencia, como ejemplo, considérese el conjunto de clausulas {p, —pvq,—r,—pv r} , el arbol

} R,(C;,C,)=resto_C; vresto_C,

semantico, junto con los resolventes seria:
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El resolvente de los nodos 6 y 7 es (—p) que falsifica al nodo 4 pero también falsifica a su antecesor,
el nodo 2.

Teorema 10 (Completud del Algoritmo de Resolucién Proposicional): Si un conjunto de clausulas es
insatisfacible entonces, aplicando el algoritmo de resolucion, se alcanza la clausula vacia.

Demostracion: C es un conjunto de clausulas insatisfacibles
o {Lema 1}
El &rbol seménttico de C serd un arbol de fallo
=N {Lema 4}
Existe un nodo de inferencia i
o {Lema 6, un nodo de inferencia indica un paso de resolucién }

Se puede formar el resolvente con las clausulas asociadas a los dos hijos i
El resolvente puede afiadirse al conjunto C
Se construye un nuevo arbol semantico
o { Hipdtesis, C es insatisfacible, Consistencia Resolucion }
El nuevo arbol seguira siendo insatisfacible, pero contendrd menos nodos

Repitiendo el proceso se llegara a un arbol semantico con un solo nodo que correspondera a la
clausula vacia {Lema 5}. Quedando demostrado que se alcanza la clausula vacia por resolucion.

4.4.3. Estrategias de resolucion

El método de resolucion es un algoritmo no determinista ya que pueden encontrarse multiples
formas de alcanzar la clausula vacia en un conjunto insatisfacible. Muchas veces, siguiendo un
determinado camino se alcanzard la clausula vacia con muchos menos pasos de resolucion que por otro
camino.

Durante el desarrollo del algoritmo es necesario responder las siguientes preguntas: ;Qué dos
clausulas se seleccionan? y ¢sobre qué literales se realiza la resolucion?.

Las distintas estrategias de resolucién tratan de responder a ambas preguntas de forma que se
mantenga la completud (si el conjunto es insatisfacible, alcanzar la clausula vacia) y que se obtenga un
comportamiento eficiente.

Una de las desventajas de la utilizacién de la reglas de resolucion sin ninguna restriccién consiste
en que se pueden seleccionar clausulas cuyo resolvente no sea Util en el camino de bdsqueda de la
clausula vacia. Se observa que muchas veces los resolventes son redundantes o no aportan ninguna
utilidad para la busqueda. A continuacion se mencionan una serie de estrategias que serviran para eliminar
el trabajo indtil.

4.4.3.1. Estrategias de Borrado

Una estrategia de borrado sera una técnica en la cual se eliminan una serie de clausulas antes de
que sean utilizadas. Si dichas clausulas no van a aportar nada para la bisqueda de la clausula vacia, su
eliminacion permitira un ahorro computacional.

4.4.3.1.1. Eliminacion de clausulas con literales puros
Definicion 20: Un literal es puro si y solo si no existe un literal complementario a ¢l en el conjunto de
clausulas.

Una clausula que contenga un literal puro es inttil en la busqueda de la clausula vacia, puesto que el
literal puro no podra ser eliminado nunca mediante resolucion. Por tanto, una estrategia de borrado
consiste en la eliminacion de clausulas con literales puros.
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Ejemplo 14: El conjunto C = {—|p v—gvr,—pvs—qvs pq, —.r} es insatisfacible, sin embargo, para

demostrarlo, se puede ignorar la segunda y la tercera clausula, puesto que ambas contienen el literal puro
s.

4.4.3.1.2. Eliminacion de tautologias

Definicion 20: Una tautologia es una clausula que contiene el mismo literal en su forma directa e inversa.
Ejemplo 15: La clausula pv —q v r v —p es una fautologia.

La presencia o ausencia de tautologias en un conjunto de clausulas no afecta la condicion de
satisfacibilidad del conjunto. Un conjunto de cldusulas permanecera satisfacible independientemente de
que se le afiadan tautologias. De la misma forma, un conjunto de clausulas insatisfacible seguird siendo
insatisfacible aunque se eliminen todas sus tautologias. Es posible, por tanto, eliminar las tautologias de
un conjunto de clausulas para que no intervengan en el proceso de busqueda sin alterar la satisfacibilidad
del conjunto.

4.4.3.1.3. Eliminacion de Subsunciones
Definicion 21: Una clausula C subsume a una clausula D si y s6lo si todo literal de C pertenece también
a D, es decir, Cc D.
Ejemplo 16: La clausula pv —Q subsume a la clausula pv—qvr.

Debido a la ley de absorcion, un conjunto de cldusulas en el que se eliminan todas las clausulas
subsumidas es equivalente al conjunto original. Las clausulas subsumidas pueden ser, por tanto,
eliminadas.

Es necesario observar que, durante el desarrollo del proceso de resolucion, se pueden generar resolventes
de clausulas que sean fautologias o clausulas subsumidas. Las estrategias de borrado deberan chequear el
conjunto de clausulas original asi como los distintos resolventes generados en cada resolucion.

4.4.3.2. Resolucion unitaria
Definicion 22: Un resolvente unitario es un resolvente en el cual al menos uno de sus padres es una
clausula unitaria (con un s6lo literal).

Una estrategia de resolucion unitaria es una aplicacion del algoritmo de resolucion en la cual todos los
resolventes son unitarios.

Ejemplo 17: Sea C= { pvag,—pvr,—qv I’,—J‘} . A continuacion se aplicara la estrategia de resolucion

unitaria, para ello, se seleccionan siempre dos clausulas resolubles tales que una de ellas tenga un literal.

l.- pvq 7-9  R,(L9)
2.-—pvr 8.-p R,(1,6)
3.-—qvr 9-r  R/(37)
4.- =l 10-0 R, (6,7)
5-—p R.(2,4) !
6.-—q R (3,4)

Obsérvese que los resolventes generados son un subconjunto de los que se podrian generar mediante la
resolucion sin restricciones. Por ejemplo, las clausulas 1 y 2 podrian haberse seleccionado para obtener
gvr. Sin embargo ni esa clausula ni sus descendientes podran ser generados porque ninguna de las

clausulas que la generan es unitaria.

Los procedimientos de resolucion basados en resolucion unitaria son sencillos de implementar y,
normalmente, bastante eficientes. Obsérvese que si una clausula es resuelta con una clausula unitaria, su
resolvente tiene menos literales que la clausula original. De esa forma los procedimientos siguen una
busqueda directa hacia la clausula vacia ganando en eficiencia.
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Desafortunadamente, los procedimientos de inferencia basados en resolucion unitaria no son, en general,
completos. Por ejemplo, el conjunto C = { pvag,—pvag,pv—q,—pv —|q} es insatisfacible, sin embargo,
la resolucion unitaria no encontrara la clausula vacia porque ninguna de las clausulas es unitaria.

Por otro lado, restringiendo el formato de clausulas a clausulas Horn (clausulas con un literal positivo

como maximo) se puede demostrar que si un conjunto de clausulas Horn es insatisfacible, entonces se
llegara a la clausula vacia aplicando la estrategia de resolucion unitaria.

4.4.3.3. Resolucion de Entrada

Definicion 23: Un resolvente de entrada es un resolvente en el cual al menos uno de sus padres es una
clausula del conjunto original de entrada.

Una estrategia de resolucion de entrada es una aplicacion del algoritmo de resolucion en la cual todos
los resolventes son de entrada.
Ejemplo 18: Sea C= { pvqg,—pvr,—qv r,—.r} . A continuacion se aplicara la estrategia de resolucion

de entrada, para ello, se seleccionan siempre dos clausulas resolubles tales que una de ellas pertenezca al
conjunto inicial de clausulas:

1.- pvq 7-—-p R (2,4)
2.-—pvr 8.-r R, (2,6)
3-—qvr 9-0 R (4,8)
4.-=r

5.-qvr R, (1,2)
6.- pvr R,(1,3)
Se puede demostrar que la resolucion unitaria y la resolucion de entrada tienen el mismo poder de

inferencia en el sentido de que si con una estrategia se puede alcanzar la clausula vacia, con la otra
también.

Una consecuencia de lo anterior es que la resolucion de entrada es completa para clausulas Horn, pero
incompleta en general. Como contraejemplo, se puede tomar el del apartado anterior.

4.4.3.4. Resolucion Lineal

La resolucién lineal (también conocida como resolucion con filtrado de antepasados) es una ligera
generalizacion de la resolucion de entrada. Se escoge una clausula inicial o clausula cabeza C, y se forma

una cedena de resolventes Ry, R;,R;,---,R, donde:

Ro =G,
R, =R(R.,C) talqueC, eC 6 C =R, (j<i)

La resolucion lineal toma su nombre del aspecto lineal que presentan las inferencias realizadas. Una
resolucion lineal comienza con una clausula del conjunto inicial y produce una cadena lineal de
resoluciones como la que se muestra en la figura para el conjunto de clausulas

C= { pvag,—pvqg,pv—q,—p vﬂq} . Obsérvese que cada resolvente, después del primero, se obtiene

del resolvente anterior y de alguna otra clausula del conjunto.
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pvq —pVvq pv—=q —Pyv—q

Resolucion Lineal

La resolucion lineal evita muchas resoluciones inttiles centrandose en cada paso en los antepasados de
una clausula y en los elementos del conjunto inicial.

Los resultados obtenidos aplicando resolucion para una determinada clausula cabeza se pueden mostrar en
forma de arbol de resolucion. La raiz del arbol es la clausula cabeza y se forman los nodos descendientes
segun las clausulas con las que se pueda resolver. El arbol de resolucion para el ejemplo anterior seria:

AN

5:q 7:qv—q 8:pv—p

Tautologia Tautologia
34 44 2 / \

9:p 10: —p 11:q 12: —q
% oo
14: —q
: 16: —p

Arbol de resolucién

En la figura se representan las resoluciones indicando el nimero de clausula y el literal por el que se
resuelve. A cada resolvente se le asigna un nuevo numero. Obsérvese que pueden existir caminos infinitos
(el camino mas a la izquierda), caminos que llevan a tautologias y caminos de éxito que alcanzan la
clausula vacia.

Se puede demostrar que la resolucion lineal es completa. Para cualquier conjunto de clausulas
insatisfacibles, aplicando resolucion lineal, se alcanza la clausula vacia.

Debido al siguiente teorema, no siempre es necesario probar con todas las clausulas del conjunto inicial
como cldusulas cabeza.

Teorema 11: Si un conjunto de clausulas S es satisfacible y S\WC es insatisfacible, entonces se
encuentra la clausula vacia mediante resolucion lineal tomando como clausula cabeza una clausula del
conjunto C.

El teorema anterior tiene aplicacion al estudio de los razonamientos, en los cuales las premisas son, por lo
general, satisfacibles. Si al afiadir las clausulas resultantes de negar la conclusion el conjunto resultante es
insatisfacible (y el razonamiento es correcto) entonces, segun el teorema anterior basta con probar como
clausula cabeza con las que resultaron de negar la conclusion.
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4.4.3.5. Resolucion Ordenada

La resolucién ordenada o selectiva es una estrategia de resolucién muy restrictiva en la cual cada
clausula se toma como un conjunto de literales ordenados. La resolucion sélo se realiza con el primer
literal de cada clausula. Los literales del resolvente mantienen el orden de las clausulas padre con los
literales del padre positivo (la clausula que contenia el literal por el que se resuelve afirmado) seguidos de
los literales del padre negativo (la clausula que contenia el literal por el que se resuelve negado).

Ejemplo 19: Sea C= { pvg,—pvr,—qv r,—.r} . A continuacion se aplicara la estrategia de resolucion

ordenada (se han ordenado los literales de cada clausula por orden alfabético):

1.- pvq 5-qvr  R(12)
2.-—pvr 6.-T1 R, (3,5)
3-—qvr 7.-0 R (4,6)
4.-—r

La clausula 5 es el tnico resolvente ordenado entre las clausulas 1 y 4. Las clausulas 1 y 3 no resuelven
puesto que sus literales complementarios no son los primeros. Por la misma razon tampoco resuelven las
clausulas 2 y 4 ni las clausulas 3 y 4. Una vez generada la clausula 5, resuelve con la clausula 3 para
producir la clausula 6, la cual resuelve con la cldusula 4 para producir la clausula vacia.

La resolucion ordenada es la mas eficiente (en el ejemplo, se obtuvo la clausula vacia en el tercer paso de
resolucion). Desafortunadamente, la resolucion ordenada no es completa. Sin embargo, se ha demostrado
que la resolucion ordenada si es completa para clausulas Horn.

Tras este breve repaso de las principales estrategias de resolucion, cabe resefiar que los principales
sistemas de demostracion automatica basados en el principio de resolucion (por ejemplo, los sistemas
Prolog) utilizan una combinacién de las dos tltimas estrategias restringidas a conjuntos de clausulas

1
Horn'.

!Los sistemas Prolog utilizan la resolucién lineal ordenada para clausulas Horn en ldgica de
predicados. Conocida como resolucion SLD (Selective Linear Resolution for Definite Clauses).

20




Resolucién Proposicional Teoria de la Prueba: Deduccion Natural

5. Teoria de la Prueba: Deduccién Natural

En las secciones anteriores se han utilizado técnicas que estudian la correccion de los
razonamientos en base al significado de las formulas que contienen. Este conjunto de técnicas se engloban
en lo que se denomina teoria semantica. Por el contrario, existe otro conjunto de técnicas, conocido
como teoria de la prueba, que prescinde de los posibles valores de las formulas y se centra Gnicamente
en la manipulacion sintactica de formulas. Existen diversos estilos como el sistema de Hilbert, la
deduccién natural, etc. Todos ellos utilizan un conjunto de axiomas y una serie de reglas de inferencia que
permiten obtener teoremas a partir de dichos axiomas o de otros teoremas previamente derivados.

En esta seccion se presenta el estilo de deduccién natural, desarrollado por Gentzen en 1935 y
cuyo principal objetivo es ofrecer un sistema que se acerque a las técnicas de demostracion habituales. La
deduccién natural no contiene axiomas y ofrece una serie de reglas de inferencia por cada tipo de
conectiva. Las reglas de inferencia se presentan en la siguiente tabla.

Reglas de Introduccion Reglas de Eliminacion
A B AAB AAnB
~-1 _— ~-E
AAnB A B
A B Prueba por casos
vl
Av B Av B E AvB A—>C B—->C
“-
C

Deduccion Modus Ponens

A A A —>B

i —-E

B B

—-1
A—>B
A—>B B—> A A<—>B A<—>B
<>-1 <—>-E
A<>B A—>B B —>A
Dem. por Contradiccion Dem. por Contradiccion
A — A
BA—-B B A —-B

_|_I - _|_E

— A A
V-1 _ V-E _

\4 —A Vv A
) - F ) A

Tabla 1: Reglas de Inferencia para Deduccion Natural

Las reglas de la forma e - | se refieren a la inclusion del simbolo e y las reglas de la forma e - E se
refieren a la eliminacidn de dicho simbolo.

Ejemplo 20: Demostrar que p Aq —> q A p
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1 pAqQ Premisa
2 q A-E 1

3 P A-E 1

4 qAp A123

Para el estudio de razonamientos de la forma {Py, P,, ...P,} = Q se parte de las premisas y se
intenta llegar a la conclusion.

Ejemplo 21: Demostrar quep Aq=pA(qVvr)

1 pPAq Premisa
2 p A-E 1

3 q A-E 1

4 qvr v-I3

5 pA(qvr) A12,4

La utilizacion de cuadros permite visualizar la idea de pruebas subordinadas. En una prueba
subordinada, se realiza un supuesto y, una vez llegado a un resultado, se descarta el supuesto (se cierra el
cuadro) obteniendo un resultado libre de supuestos. Un ejemplo es la regla de deduccion:

A

B

A —>B

Esta regla enuncia que, si se supone A y se llega a demostrar B, entonces, se puede deducir la
férmula A — B.

Ejemplo 22: Demostrar quep > (q > 1) =>pAq—T

1 p—>(qQ—o01) Premisa

2 pPAq Supuesto
3 P A-E 2

4 q—or —->E 13
5 q A-E 2

6 r —E 4,5
7 pAgq—T -1 2-6

Ejemplo 23: DemostrarquepAq—>1r=p —>(qQ > 1)

1 pAq—T Premisa
2 p Supuesto
3 q Supuesto
4 pAq A-123

5 r —>El14
6 q—or —>13-5
7 p—>(q—r) —>12-6
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Ejemplo 24: Demostrar que —p = p — q

1 —p Premisa
2 p Supuesto
3 pA—p A-11,2
4 F F-13

5 q F-E 4

6 Pp—>q —>125

Ejemplo 25: Demostrar p <> ——p

1 p Supuesto
2 —p Supuesto
3 pPA—D A11,2

4 —p —12-3

5 p—>—p —>124
6 —p Supuesto
7 —p Supuesto
8 —p A——P A-16,7

9 p —-E 7-8
10 —p D —>-16-9
11 p—p --15,10

Ejemplo 26: Demostrar que —pvq = p—q

1 —pvq Premisa

3 —p Supuesto

4 p—q —A=A—B (Demostrado en Ej. 24)
5 —-p—>P—q) —> 13-4

6 q Supuesto

7 p Supuesto

8 q 6

9 p—q —>-17-8

10 q—=>(P—>9) —-16-10

11 P—q v-E 1,5,10
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Ejemplo 27: Demostrar que p — q = —pvq

1 P—q Premisa
2 = (=pv q) Supuesto
3 —p Supuesto
4 —-pvq v-I3

5 (=pvq) A =(=pvq) n14.2

6 p —-E 3-5
7 q —>-E 1,6
8 —-pvq v-17

10 (=pvq) A =(=pVvq) Al 8,2
11 —pvq —-E 2-10
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6. Aplicacion al disefio de Circuitos: Algebra de Boole

6.1. Introduccién

George Boole (1815-1864) presentd el primer tratamiento sistematico de la lI6gica y para ello,
desarroll6 un sistema algebraico, conocido ahora como Algebra de Boole. Ademés de sus aplicaciones al
campo de la l6gica, el algebra de Boole ha tenido dos aplicaciones importantes: el tratamiento de
conjuntos mediante las operaciones de unidn e interseccién que ha servido de base a la teoria de la
probabilidad y el disefio de circuitos digitales combinacionales.

6.2. Definicion de algebra de Boole y Teoremas

Definicion 24: Un algebra de Boole es una estructura de la forma {A, +, x, -, 0,1} siendo A un conjunto
en el que se definen las siguientes operaciones:

+ y x son leyes de composicion binaria sobre A: atbeAdyaxbed VabeA
- es una ley de composicion unaria sobre A: aceA VaecA

verificandose los postulados:

1. Conmutativa: atb=b+a Vab e A {conmutativa +}
axb=bxa Vab e A {conmutativa x}
2. Distributiva: at(bxc)=(a+b)x(atc) Vab,c € A {distributiva +}
ax(b+c)=(axb)+(axc) Vab,c € A {distributiva x}
3. Elemento neutro: a+0=a VaeA {neutro +}
ax l=a VaeA {neutro x}
4. Elemento inverso: a+a=1 VaeA {inverso +}
a*a=0 VaeA {inverso x}

En el caso mas sencillo, el conjunto A tiene como Unicos elementos a los neutros de las
operaciones, A={ 0, 1 }. Esto quiere decir que las variables sélo pueden tomar los valores 0 0 1. En este
caso, el algebra de Boole se dice que es bivaluada.

Ejemplo 28: La logica proposicional LPROP, tiene estructura de algebra de Boole.
Basta con demostrar que la tupla ({F,V}, v, A, , F, V) cumple la definicion de algebra de Boole

Los elementos de LPROP, las formulas de la logica proposicional, s6lo pueden tomar los valores
FoV,oloqueeslomismo, 0o 1.

La disyuncién y la conjuncién son operaciones binarias (intervienen dos operandos) e internas.
El complementario es una operacion unaria interna.

Como ya se ha demostrado, se cumplen los postulados del algebra de Boole:

Commutativa: avb=bva y aanb=baa VabeA
Distributiva: av (bac)=(avb) A(ave)
an (bvc)=(aab)v(anc) Va,beA
Elemento neutro: avF=a
anV=a VaeA
Elemento inverso: av —a=V (medio excluido) y a A —a=F (contradiccion) VacA
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Ejemplo 29: Dado un conjunto C, la estructura {2°, U, N, -, C, @ }, donde 2 es el conjunto de todos los
subconjuntos de C, U, Ny - son las operaciones de union, interseccion y complementario entre conjuntos
y & es el conjunto vacio, tiene estructura de algebra de Boole

Ejemplo 30: La estructura {A, ®, @, ', 0, 1} donde A contiene los elementos: {0, 1, S, S' } vy las
operaciones se definen mediante las siguientes tablas, también tiene estructura de algebra de Boole

®|0 S s 1 @0 s S 1 XX
00 0 0 0 0[0 S s 1 01
s|o s o s S|s s 1 1 S| s
s{o 0 s § SIS 1 8 1 s'|s
1o s s 1 Tl 1 1 1 1|0

Ejemplo 31: Dado un nimero natural n, la estructura {D,, mcm, mcd, (n/), n, 1 } donde D, es el conjunto
de divisores de n, mcm y mcd son el minimo comdn maltiplo y (n/) X = n/ x tiene estructura de &lgebra de
Boole.

A partir de la definicién de algebra de Boole, se deducen los teoremas siguientes:

Teorema 12 (Principio de dualidad): Cada identidad deducida de los postulados del algebra de Boole
permanece valida si se intercambian las operaciones +y x, y los valores 0 y 1.

De manera informal, este teorema puede demostrarse indicando que, puesto que los postulados son todos
simétricos y cumplen la propiedad de dualidad, todo lo que se deduzca de ellos, cumplira también dicha
propiedad.

Teorema 13 (Dominacién 6 Elemento Cero) a+l=1 Va e A
ax0=0 [Dual]
Demostracion:
1
= { inverso + }
ata

{neutro x, a/a }
a+axl

{ distributiva + }
(a+a)x(@+l)

{ inverso + }
1x(a+1)

{ neutro x }

a+l

A partir del teorema anterior se pueden construir las tablas de verdad de las operaciones boolenas + y x

Teorema 14 (Idempotencia) ata=a Va e A
axa=a [Dual]
Demostracion
a
= { neutro +}
a+o0
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ataxa

(a+a) x1

ata

Teorema 15 (Absorcion)

Demostracién
a

1xa

{inverso x}

{ distributiva + }
(@+a)x(@a+a)

{ inverso + }

{ neutro x }

a+taxb=a

ax(a+h) =a

{ neutro x }

VYab e A
[Dual]

Teorema 16 (Asociativa).

Demostracién:
TAl:ax((@a+b)+c)=ax(a+(b+c))

{ dominacio6n + }

1+b)xa

{ distributiva x }

lxa+bxa

{ neutro x }

a+axb

at(b+c)=(a+b)+c=a+b+c

ax(xc)=(axb)xc=axbxc
Se demostraran dos teoremas auxiliares TAly TA2:

ax((a+b)+c)

{ distributiva x }
ax(@+h)+axc

{ absorcién x }
ataxc

{ absorcién + }
a

{ absorcién x, b / b+c }
ax(a+(b+c)

TA2: ax((a+b)+c)=a x(a+(b+c))

a x((at+h)+c)

{ distributiva x }
ax(@a+hb)+a xc

{ distributiva x }
(axa+axh)+a xc

{ inverso x }
(0+axb)+a xc

{ neutro+ }
axb+axc

{ distributiva x }
ax(b+c)

{ neutro + }
0O+ ax(b+c)

{ inverso x }
a xat+tax(b+c)

{ distributiva x }
ax(@+(b+c)
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A partir de dichos teoremas auxiliares, la demostracién se obitiene facilmente:
(a+h)+c
= {neutro x }
(a+b)y+c)yx1
= { inverso + }
(a+b)+c)x(a+ a)
= { distributiva x, conmutativa }
ax(@@+b)+c)+ax(@th)+c
= {TAL}
ax(@+(b+c)+ax(@th)+c
= {TA2}
ax(@+(b+c)+ax(@+(b+c)
= { distributiva x }
(a+a)x(a+(b+c))
{ inverso + }
1x(a+(b+c)
{ neutro x }
a+(b+c)

Teorema 17. (Unicidad del complementario) El elemento @ asociado a un elemento a en un éalgebra de
Boole es Unico, es decir, existe un Unico elemento, X, que cumple la propiedad de elemento inverso, es
decir, que cumplaque:a+x=1y a xx=0
Demostracion:
Supdngase que existen dos elementos x e y que cumplen la propiedad:
a+x=1 (H1)
axx=0 (H2)
a+y=1 (H3)
axy=0 (H4)

X

{ neutro x }

1xx

= {H3}
(@a+y)xx

= { distributiva x }
axX+yxXx

= {H2}
0+ yxx

= {H4}
axy+yxx

= { distributiva x, conmutativa x }
(a +x)xy

= {H1}

1xy

{ neutro x }

y
Concluyendo que x e y son el mismo elemento

=a VaeA

||

Teorema 18 (Involucion).

Demostracion: A partir del teorema anterior, cualquier x que cumplaque @ +x=1yque ax x=0es
igual a a . Suponiendo que dicho x es a, se demuestra:

a+a axa

= { conmutativa + } = { conmutativa x }
a+a axa

= { inverso + } = { inverso x }
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1 | 0

Portanto,a= a
Teorema 19. (De Morgan) a+b+c+.=axbxcx..

axbxcx.=a+b+C+.. [Dual]

Demostracién

Se realizara en dos partes: En la primera parte se demostrara para dos variables, y la segunda parte,
se generaliza el resultado para n variables.

1.- Demostracion para dos variables: a+b=axb
Por la unicidad del complementario, el Gnico x que cumple que (a +b) +x=0y (@a+b) xx=1es
a+h.
Si se demuestra que
a+b+axb=0
y que
(@a+b)x axb =1
entonces quedara demostrado
a+b=axb
Las demostraciones de ambas igualdades son sencillas:
a+b+ axb
{ Distributiva + }
(a+b+a)x(@a+b+b)
= { Conmutativa +, inverso + }
(1+b)x(1+a)
= { dominacio6n + }
1x1
= { neutro x }

(a+b)x axb
= { distributiva x }
axaxb +bxaxb
= { conmutativa x, inverso x }
Oxb +0x a
= { dominacio6n x }
0+0

{ neutro + }
0
La demostracidn para n variables se realizaria de la siguiente forma:

a+b+c+.
= {Seap=b+c+..}
a+p
= { De Morgan (2 variables) }
axp
= { Deshaciendo }
x b+c+.
= { repitiendo el proceso anterior hasta sacar todas las variables }
axbxCx..

Q|

6.3. Puertas Ldgicas
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Un circuito digital es un circuito electrénico cuyas entradas y salidas s6lo pueden tomar dos
niveles distintos de tension. Desde el punto de vista del disefio, estos niveles de tension se representan
como 1 (verdadero) 6 0 (falso). Un circuito combinacional se caracteriza por ser un sistema sin memoria:

el valor de las salidas en cada instante depende sélo del valor de las entradas en ese momento.

Un circuito de estas caracteristicas puede representarse analiticamente, mediante una funcién
booleana, o graficamente, mediante un diagrama de puertas logicas. En estos diagramas se representan

las entradas, las salidas, las operaciones o puertas l6gicas y sus conexiones.

Las diferentes conectivas pueden representarse mediante las siguientes puertas logicas.

Puerta AND

Puerta OR

Puerta NO (Inversor)

a_= -
3:'>_ axb b_D— a+b a— >—a
Puerta NAND Puerta NOR Puerta XOR (O-Exclusiva)
a a— —— a
b:'>_ axb b— —a+b b;@— adb

Mediante la utilizacion de puertas NAND 6 NOR pueden implementarse el resto de operaciones. A modo

de ejemplo, se muestra cdmo se implementa mediante puertas NAND las operaciones a,a+b,axb

a
{ idempotencia x}
axa

a+b
{ involucién }

a+b
{ De Morgan + }

axb

g o
0o

axb

-

axb
{ involucién }

axb

j>q>

axb

6.4. Funciones Booleanas

Definicion 25. Una variable booleana es una variable que toma Unicamente dos valores 0 6 1.

Definicion 26. Una funcién Booleana es una expresion algebraica que relaciona variables Booleanas

por medio de las operaciones +, x, y —.
Ejemplo. 32: f(a,b,c)=(a+b)xc+ax(b+c)

6.4.1. Formas Canonicas

Definicion 27. Un término candnico de una funcién booleana f es una expresion formada por el producto
(o la suma) de todas las variables de f en su forma directa o inversa. Cuando el término candnico es un
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producto, se conoce como MINTERM o producto candnico. Cuando es una suma, se conoce como
MAXTERM o suma canonica.

Ejemplo.33 : abC es un producto canénico de f(a,b,c), mientras que a+b +¢-+d es una suma canénica
de la funcién f(a,b,c,d)

Una funcién de n variables tiene a lo sumo 2" sumas candnicas y 2" productos candnicos distintos.
Para representar los términos canénicos de una funcidn se utiliza el siguiente convenio: se asigna un 1 a

las variables en forma directa y un 0 a las variables en forma inversa. Cada término se representa
utilizando el valor decimal de la combinacion binaria resultante.

Ejemplo.34  abed =0110, =6,

a+b+c+d =1001, =94

Definicion 28. Una funcién estd en forma candnica si es una suma de productos candnicos o un
producto de sumas canoénicas.

Cuando la funcion es una suma de productos canonicos, se utiliza el simbolo >, mientras que para un
producto de sumas canénicas se utiliza el simbolo [1.

Ejemplo. 35 : A continuacion se presentan dos funciones en forma candnica:

f(a,b,c) = abc + abc + ab¢c = 2(2,6,0)
3

g(a,b,c)=(a+b +c)(a+b +c)(a+b+c) =H(o,5,7)
3

Teorema 20. Toda funcién Booleana puede expresarse como:

f(a,b,c,...)=ax f(,Db,c...)+ax f(0,b,c,...)
f(ab,c,...)=(a+f(0,b,c,..)x(@+f@Lb,c,..)

Demostracion:
Puesto que una funcién booleana trabaja Gnicamente con variables Booleanas y estas variables sdlo
pueden tomar los valores 0 ¢ 1, es suficiente demostrar la igualdad para a =0y luego paraa =1

1-Seaa=0
a xf(1,b,c..)+ axf(0,b,c...)

= {a=0,a =1}
0xf(1,b,c...) + 1x f(0,b,c...)

= { neutro x, dominacién x}

0+f(0,b,c...)

= { neutro +}
f(0,b,c...)

= {a=0}
f(a,b,c...)

2.-Sea a=1

a xf(l,b,c..)+ axf0b,c..)
= {a=1a =0}

1xf(1,b,c..)+ 0x f(0,b,c...)

{ neutro x, dominacion x}
f(1,b,c..)+0

{ neutro + }
f(1,b,c...)
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= { a=1 }
f(a,b,c...)
La otra igualdad se demuestra por dualidad

Multiplicando (o sumando) las expresiones anteriores por @ (0 a ) se obtienen las siguientes igualdades:
axf(ab,c..)=axf(l,b,c..)
a x f(a,b,c...)=a xf(0,b,c...)
a+f(ab,c.)=a+f(0, b,c...)
a+fab,c.)=2a +1f(0,b,c..)

Las anteriores igualdades tienen una aplicacion importante para la simplificacion de funciones

Ejemplo 36: La f(a,b,c,d)= abc + & (a x b +axc+axbx¢t) puede simplificarse, utilizando la
segunda igualdad, resultando en:

abc+ a(axb +axc+taxbx )
= {aflabc.)=af0bec..)}

abc+ a(0xb+ 0xc+0xbx )
= { neutro x, 6=1}

abc+ a(0+1xc+0)

= { neutro +, neutro x }

abc+ ac

Transformacion en forma canénica

Teorema 21. Toda funcién légica puede transformarse en una funcién equivalente en forma canonica.
Demostracion.
f(a,b,c...)
{ Teorema 20, sacando a}
a xf(1,b,c..)+ axf(0,b,c...)
{ Teorema 20, sacando b }
ax(bx f(1,1,c..)+b xf(1,0,c..))+ ax (b xf(0,1,c..) + b x(0,0,c...)
{ Distributiva x }
axbxf(1,1,c..)+axbxf1,0c..) + axb xf(0,1,c.)+ ax b xf0,0,.c..)
...{ repitiendo el proceso con el resto de variables }
axbxcx f(1,1,1..) +axbxtC x f(1,1,0...) +
axb xcx f(1,0,1...) + ax b xC x (1,0,0...) +
a xbxcx f(0,1,1...) + a xbxCT x f(0,1,0...) +
axb xcx f(0,0,1..) + @ x b x€ x (0,0,0...)

Las expresiones f(...) toman valores 0 6 1 dependiendo de la funcién particular. Cuando toman valor 1,
el término candnico correspondiente permanece, mientras que si toman valor cero, el término desaparece.
Con lo cual, cualquier funcién puede expresarse en forma canénica.

La expresion de producto de sumas, dual de la anterior, seria:

f(a,b,c...) =
(a+ b+c + f0,00.)) x (a+ b+ C+ f(1,1,0..)) x

(a+b+c+f(1,01.)x (@+b + ¢+ f(1,00.)) x
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(a+b+c+ f(0,1,1.)x (a+
(a+b +c+ f001.) x (a+

b+¢ + f(0,1,0..) x
b + ¢+ (0,0,0...))

Obsérvese que en producto de sumas, los términos candnicos permanecen cuando la funcién toma valor
cero y desaparecen cuando toma valor 1. Ademas, los términos no corresponden de forma directa, sino
que cuando la variable esta en forma directa, le corresponde un 0 y cuando esta en forma inversa, un 1.

El teorema anterior ofrece un método para obtener la expresién candnica de una funcion a partir de la
tabla de verdad

Suma de productos: Toman términos en los que la funcion vale 1 numerando de arriba abajo

Producto de Sumas: Tomar términos en los que la funcién vale 0 numerando de abajo a arriba

Ejemplo 37. A partir de la siguiente tabla de verdad, expresar en forma de suma de productos y producto
de sumas:

a|b| c|flabe)
0j]0j0]O0 0 7
11001 0 6
210110 1 5
31011 0 4
411101(0 0 3
511101 1 3
6|11]|1]0 1 1
71111 1 0

f(a,b,c)=>4(2,3,5,6,7)= abc +abc+abc +abc
f(a,b,c)=I15(3,4,6,7)= (a+b+c)(a+b+c)(a+b +C)@a+b+c)

En ocasiones, desea obtenerse la expresion canoénica de una funcién definida mediante una expresion
algebraica. Para ello, se transforma en suma de productos (o producto de sumas) y se multiplica (0 suma)
cada término no candnico por la suma (o producto) de las variables que faltan y sus inversas.

Ejemplo 38: Se desea obtener la expresion candnica de f{a,b,c)=a ( b +¢) +c

ax(5+c)+c

{ distributiva x }
axb +axc+te
= { neutro x , inverso + }
axb x(c+T)+ axex(b+b)+ex@+a)b+b)
= { distributiva x , conmutativa x}
axb xc+axb xT + axbxc+axb xc + axbxc +a xbxc +axh xc+3 xb xc
= { idempotencia +, conmutativa + }
axb xc +axbxc+axhxC +axbxc+ axbxec
= { convenio }
23(1,3,4,5,7)

En producto de sumas, el procedimiento seria;

ax(5+c)+c
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{ distributiva + }
(a+tc)x(b + c+o)
= { idempotencia }
(a+c)x (5 + ¢)
= { neutro +, inverso x }
(a+c+b><5)><(5+c+a>< a)
= { distributiva +, conmutativa + }
(a+b+c)x(a+ b +c)x (at+ b +co)x(a + b +c)
= { idempotencia x, conmutativa }
(a + b +c)x(a+ b +c)x(atb+tc)
= { convenio }

[15(1,5,7)
6.4.2. Simplificacion de funciones l6gicas

En el disefio de circuitos, se utilizan los siguientes pasos:

Especificacion del circuito

- Expresion analitica (normalmente, en forma de Tabla de verdad)

Simplificacion.
- Implementacion del disefio.

En estos apuntes se tratan los tres primeros pasos, dejando las técnicas de implementacion a otros
libros especializados. En cuanto a la simplificacién, existen diversos métodos dependiendo del tipo de
puertas légicas disponibles. Uno de los métodos de simplificacion més comunes consiste en la aplicacién
reiterada del siguiente teorema de simplificacion

Teorema 22 (Simplificacién) axbxcx...+ axbxcx...=bxcx ..
(@+b+c+ ..)x(a+b+c+..)=b+c+.. [Dual]

Demostracion.
axbxcx...+ axbxcx...
{ distributiva x }
(a+ a) xbxcx..
{ inverso + }
1x bxcx...
{ neutro x }

bx cx ...

Definicion 29: Dos términos son adyacentes si s6lo difieren en el valor de una variable. Su representacion
binaria sélo diferira en un bit.

A partir del teorema de simplificacion, dos términos adyacentes pueden agruparse eliminando la variable
respecto a la que difieren y quedando Unicamente la parte comun.

Los principales métodos de simplificacion reiteran este proceso de agrupamiento hasta obtener una
expresion que ya no contenga mas términos adyacentes.
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Ejemplo 39. f =abcd +abcd  +abcd +abed = f =bd
bed bed

bd

Utilizando las representaciones binarias de los términos canénicos, los agrupaciones anteriores serian:

Grupos 11 - 1011 1.
s oory & 3li-xou .
9-1001 ) 1g9.xppp ~ L-39-LL- XOXi=bd
1 - 0001

Uno de los métodos mas utilizados para funciones de menos de 6 variables es el método de Karnaugh que
permite visualizar los términos adyacentes en una cuadricula. Sin embargo, para funciones de un mayor
namero de variables, el método algebraico mas general es el método de Quine-McCluskey.

Meétodo de Karnaugh

Es un método grafico que visualiza los términos adyacentes en cuadriculas intentando que dos
términos adyacentes estén proximos entre si. Los pasos del método son:

1. Construir una tabla de 2" casillas, siendo n el nimero de variables de la funcién. Cada casilla
correspondera a un término canénico, producto o suma. Cada casilla se etiqueta con el término
asociado intentando que los términos adyacentes estén préximos entre si. Cuando esto no es
posible (funciones de mas de tres variables) se disponen los términos en los limites de la tabla
y se supone que los términos de un limite son adyacentes a los del limite opuesto. A
continuacion aparecen las tablas para funciones entre 2 y 5 variables con el nimero decimal
asociado a los términos canonicos.

2 variables, f(a,b) 3 Variables, f(a,b,c)
b %
aNJ o1 axJoo |o1 [11 [10
0 0 1 0 0 1 3 2
1 2 3 1 4 5 7 6
4 Variables, f(a,b,c,d) 5 Variables, f(a,b,c,d,e)
cd

abN\{J oo |01 |11 |10
00 0 1 3 2
01 4 5 7 6

11 12 13 15 14

10 8 9 11 10
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de
beN{Joo [o1 |11 |10

00) of 1| 3] o
01| 4| s| 7] 6

11 12 13 15 14

10 8 9 11 10

de
beN{Joo [o1 |11 |10

00 16 17 19 18

01 20 21 23 22

11 28 29 31 30

10| 24| 25| 27| 26
a=1

Son cuadros adyacentes:

- Los que tienen un lado comun.

- Los de la fila superior con los respectivos de la fila inferior.

- Los de la columna de la izquierda con los respectivos de la columna derecha.
- Los que estan en la misma posicion en ambas tablas (5 variables)

Ejemplo 40 Los términos adyacentes al 10 son 8,11, 14, 2, 26.

Los términos adyacentes al 13 son: 12, 5, 15, 9, 29.

2. En el caso de la expresion candnica en forma de suma de productos, las casillas asociadas a
términos que aparecen en ella se completan con 1y el resto se dejan en blanco. O lo que es lo
mismo, aquellas casillas etiquetadas con una entrada de la tabla de verdad para la cual la
funcién toma el valor 1 se cubren con unos y el resto se deja vacio. Si la expresion esta dada
en forma de productos de sumas las casillas se completan con 0 en vez de 1. Esta tabla es lo
gue se conoce como mapa de Karnaugh de la funcion.

3. Proceso de simplificacién. Se realizan agrupamientos reiterados de términos adyacentes hasta
gue todos los términos hayan sido agrupados. Los grupos deben contener el mayor nlimero
posible de términos (el nimero de términos en cada grupo sera siempre potencia de 2).

4. Construir la expresion reducida. Por cada agrupamiento se obtiene una expresion formada
por las variables comunes a los términos adyacentes.
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Nota 1: Para construir grupos mayores pueden utilizarse casillas que ya han sido previamente agrupadas.
Ejemplo:

ab\ o0 |01 |11 |10

00 oﬁlﬁ 2
01 4t]—5- 6

11 12 13 1 15 14

10| | 1)

Nota 2: Algunas funciones pueden agruparse de varias formas. En dichos casos, existe mas de una
solucién. Ejemplo:

cd cd
abN\J o0 01 |11 [10 abN\ o0 |01

o ool , ol ,
o] o Sf1d] o | .
1] 14 W ul| .
100 o l,l_J ull 10] s

10

AN
SR

14

1o ullw
1
Ejemplo 41. Simplificar la funcién f(a,b,c,d)= >4(2,3,5,7,10,11,15)
El cuadro de Karnaugh correspondiente es:
Grupos 3 -0011
od ) 3-7- 0X11
aN\J o0 |01 |j11 |10 o 2 ) 3-7-15-11- XX11=cd
— 15- 1L % 4501 - 1x11 /
o| o LGl 11-1011
o] Jdi & 2:0010 53 001 )
" 1 3-0011 > 2:3-10-11- X01Ke=
==~ 11-1011% 9091 101X
0] o Wiy 10-1010
|
5-0101 % 57-01X1=
7-0111

El resultado es: f (a,b,c,d) =abd +bc+cd

Para simplificar en forma de producto de sumas, es necesario transformar la forma canonica a
producto de sumas. Para ello, puede construirse la tabla de verdad y tomar los elementos de valor cero
numerando de abajo a arriba. El resultado seria: f(a,b,c,d)= >4(1,2,3,6,7,9,11,14,15)
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Grupos 1 -0001 } 1-3- 00X1
§- ooi } 13911 xox1B+d
9- 1001 } 9-11- 10X1
de 11- 1011
aNJ o0 [jo1 |11]]10
2-0010
00 . 04| 0 3. we
o 0 0 Zg(ﬁé } 2-3- 001X 2-36-7- OX1X =
4 5 -
7-0111 } 6-7- 011X
11] 1] 13/\045| 04
10 04,10 6-0110
T hIL - 174'01111110} 6-7- 011X } 6-7-14-15 - X11X = b+c
151111 F 14-15- 111X

Resultado: f(a,b,c,d)=(a+c)x(b+c)x(b+d)

Funciones incompletas

Existen funciones que no estan totalmente definidas, llamadas funciones incompletas. Las razones son:

1. Combinaciones de entrada imposibles, pudiendo ser su valor de salida 1 6 0 indistintamente.

2. Con salidas inhibidas: el valor de salida es indiferente.

En la forma candnica de la funcién se representan de forma separada los términos indefinidos del resto.
Los términos indefinidos se agrupan mediante el simbolo &.

Ejemplo 42. Seaf(a,b,c,d) = 24(1,3,10,11)+>»(0,2,4,13)

En la minimizacién de funciones incompletas los valores indefinidos se representan mediante X y
actian como comodines. No es necesario agruparlos, pero, si al agruparlos se obtiene un grupo mayor, se
pueden agrupar.

cd
oo Jo1 |11 |10 Grupos 0 - 0000 } o ooox

00 fx o] 1. [l [ xJ 1 - 0001 } o0123- ooxxab
2 - 0010 2-3- 001X

01 X4| 5| 7] 6 3 - 0011

11 12 X13 15 14 2 0010

- 2-3- 001X _

10] o o}ty ll"' 3-0011 } 2-3-10-11 - X01Xc=
11-1011 } 1041~ 101X
10-1010

Resultado: f(a,b,c,d)=bc+ab
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7. Ejercicios

Los siguientes ejercicios se han recopilado de diversas fuentes. Una de las fuentes fundamentales,
ha sido el "Boletin de Ejercicios" ofrecido en la asignatura "Logica Informatica” de la Escuela
Universitaria de Ingenieria Técnica Informética de Gijon.

[1] Formalizar las siguientes expresiones:
a)qsip h) no p a menos que q
b) p pero q i) psélosiq
¢) como minimo p J) p sin embargo q
d) p no obstante q k) p suficiente para q
€) q necesario para p 1) p siempre que q
f) q suficiente para p m) a veces p, siempre q
g) p apesar de q n) p a no ser que q

[2] Formalizar los razonamientos:

" Si el resultado obtenido es superior al previsto en 5 unidades, serd debido a no haber realizado
el proceso a la temperatura adecuada o a la existencia de errores en los calculos finales."

" El andlisis realizado, innecesario si nos dejamos llevar por la precipitacion, se torna necesario
si nos paramos a reflexionar sobre el mensaje que se pretende transmitir."

" El cancer no lograra curarse a no ser que se logre determinar su causa y se consiga encontrar
farmacos adecuados o bien para prevenirlo o para curarlo.”

[3] Simplificar mediante Karnaugh las siguientes funciones logicas:
a) X+xy+y
b) Xy +xyz+Yy(X+2)+yZ

C) WX+ Xy + VZ + ZW+ W XyZ + W X yz

d) WXY Z +WXYZ +WXyzZ +WXYZ + W XYZ + W XYZ +W X Y Z + WXyZ + WXy Z + WXyz

e) W(X+Y+XZ)+V Xz(Wy + X(Z +Vy))

[4] Demostrar las siguientes propiedades de la funcion loégica O-exclusiva:
a) Asociativa

b) Conmutativa

c) Existencia de elemento neutro e tal que X@e =X

d) Existencia de Inverso (A todo elemento x se le puede hacer corresponder un elemento X tal que
X@®X=e

e) Distributiva del Producto respecto a la O-exclusiva: x(y®z) = xy ®xz

f) que mediante la O-exclusiva y la funcion AND se pueden realizar las otras dos operaciones
fundamentales del algebra de Boole: negacion y suma (OR).

Nota: Calcular el valor de 1®x y de 1®((1®x)(1® y))

g que X®Yy=XDYy
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[5] Una funcion de tres variables f{a,b,c) debe tomar el valor cero cuando la variable b esté a uno y
la variable a no esta en estado uno. En los demas casos posibles debe estar en estado uno.

a) Realizar la tabla de verdad de la funcion.
b) Obtener las formas canodnicas en forma de suma de productos y producto de sumas.

¢) Minimizar dichas expresiones.

[6] Obtener la expresion algebraica minima de una funcion logica de cuatro variables que toma el
valor uno cuando el nimero de variables que estan en estado uno es superior al de las que se encuentran
en estado cero. Nunca pueden estar mas de tres variables en estado uno. Realizar la expresion obtenida
con puertas NOR y NAND.

[7] Formalizar utilizando las conectivas {—|,v,/\} el siguiente enunciado:

" Si p entonces q y, en caso contrario, si pl entonces ql y, en caso contrario r1."

[8] Formalizar el siguiente enunciado donde hemos notado "si p entonces q y en caso contrario r" de
la siguiente forma:

p—>qir
- Normalizar dicho enunciado.
- Estudiar la validez de la siguiente formula en la que se emplea la notacion anterior:

((p—>(pvr);(rvs))/\((r—>ﬁw;(s—> p)) A(—(a /\t)/\(q—>t))))—>ﬁ(r—>w)

[9] Determinar la validez de las siguientes formulas:
a) ((ﬁp/\q)v(pvﬁq))—>((p—>(qu))—>(p—> r))
b) (pPA(g—>p))—>p

¢) (ﬁp—>q)—>((p/\ﬁq)vr)

[10]  Obtener la FND de:
a) (p—>(p—0))vpva
b) —~(pv—a)a(-rvs)
[11]  Obtener la FNC de:
a) -(p—>a)vpva
b (P>a)>r1)>s
[12]  Probar, usando el algoritmo de resolucion, la validez de los siguientes razonamientos:
a) {p>aq-orpj=r
b) {p—)(ﬁqv(rAs)), p,ﬁs} = —q

[13] Compruébese si los siguientes razonamientos son correctos o no:
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a.-" Si Antonio gano la carrera, entonces Baltasar o Carlos fueron los segundos. Si Baltasar fue segundo,
entonces no gano Antonio. Si Demetrio fue segundo, no lo fue Carlos. Antonio gano la carrera. Por
tanto, Demetrio no fue segundo".

b.-" No llora, rie. Si no llora, rie solo si tiene un juguete. Nunca tiene un juguete cuando se esta riendo si
no come un caramelo. Luego come un caramelo."

c.-" Juan quiere a Maria si y solo si Maria quiere a Juan y promete casarse con él. Maria no quiere a
Juan si Juan no quiere a Maria. Maria promete casarse con Juan si y solo si Juan promete casarse con
Maria. Por tanto, Juan quiere a Maria y Maria no quiere a Juan".

d.-" Si ha nevado serd dificil conducir. Si no es facil conducir llegaré tarde si no salgo temprano. Ha
nevado. Luego saldré temprano. "

e.-" Si no llueve salgo al campo. Si salgo al campo respiro. Por tanto, respiro si y solo si no llueve."

f.-" Si un monte se quema algo tuyo se quema. Algo tuyo se quema si y solo si eres descuidado. Si eres
descuidado no mereces que te feliciten. Por tanto si no mereces que te feliciten entonces es que un monte
se quema."

g.-" El Ministro de Economia y Hacienda ha hecho las siguientes declaraciones:

A la prensa: " Si los impuestos suben, la inflaccion bajara si y solo si no se devalua la peseta.”
A la radio: " Si la inflaccion baja o si la peseta no se devalua, los impuestos no subirdn."

A la tele: " O bien baja la inflaccion y se devalua la peseta, o bien los impuestos deben subir."

Como consecuencia, publica un informe en el que asegura: "Los impuestos deben subir, pero la inflacion
bajarad y la peseta no se devaluarad."

(, Fue consecuente con sus declaraciones a los medios de comunicacion?."

h.-" Es suficiente whisky para que chocolate. Chocolate si y solo si jamon. No ginebra a menos que
chocolate. Whisky. | Es posible afirmar: (1) que bebid ginebra? (2) que no tomo chocolate?"

1.-" Si no especifico las condiciones iniciales mi programa no comenzard. habré programado un ciclo
infinito solo si mi programa no termina. Basta que el programa no comience o no finalice para que falle.
De ahi que sea necesario no solamente especificar las condiciones iniciales sino también no programar
un ciclo infinito para que el programa no falle."

j.-"Si 25 divisiones son suficientes, el general ganara la batalla; por otra parte, o se suministran 3 alas
de apoyo aéreo tdctico, o el general no ganara la batalla. Ademas, no es cierto que sean suficientes 25
divisiones y que se vayan a suministrar 3 alas de apoyo aéreo tdctico. Coclusion: no son suficientes 25
divisiones."

[14].-Le digo a un amigo:
Cuando salgo sin paraguas, llueve.

Cuando estd despejado, no llueve.
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Segun el hombre del tiempo, maniana estara despejado o hard niebla.
De todos modos saldré sin paraguas.

Entonces mi amigo responde: Entonces maniana, ademas de llover, habra niebla. {Coémo lo supo?

[15] Don Juan Tenorio, hizo las siguientes declaraciones, con respecto a las doncellas Inés, Juana y
Maria, que le costaron la vida. ;Quién o quiénes son las asesinas?.

" Amo a la ultima de las tres"

" Si amo a Inés pero no a Maria, entonces también amo a Juana"
"0 amo a Maria y a Juana o no amo a ninguna"

" Si amo a Maria, entonces amo a Inés"

(se supone que la asesina era aquélla a la que Don Juan no amaba)

[16].-En un juicio el fiscal argumenta:

" Si el acusado es culpable, entonces tenia un testigo".
A ello, el abogado defensor respondio inmediatamente:

" Eso es falso".

El acusado decidi6 cambiar de abogado defensor. ;, Es 16gico?.

[17].-Analizar la coherencia logica - no teoldgica - del siguiente razonamiento:
- 8i Dios existe es todo amor y omnipotencia.
- Si Dios es incapaz de erradicar el sufrimiento del mundo entonces no es omnipotente.
- Dios no es amor o estd dispuesto a erradicar el sufrimiento del mundo.

- Dios es capaz de erradicar el sufrimiento del mundo y esta dispuesto a ello solo si no existe
sufrimiento en el mundo.

- Existe sufrimiento en el mundo.
Por tanto:
- Dios no existe.

[18] Si la Bella Durmiente despierta, los habitantes del castillo también lo haran. Si el principe la besa,
despertara. El principe la besara si estd de buen ver. O la besa o no se despierta nadie. Como esto es un
cuento, la princesa, a pesar de llevar 100 aiios dormida sigue de muy buen ver. Si la princesa se
despierta se casaradn, vivirdn felices y comeran perdices si no estamos en veda. Estamos en veda.

¢, Se casan? ;, Son felices? ;, Comen perdices?.
[19] Los dos carteles siguientes estan colgados respectivamente a la puerta de las habitaciones 1 y

2. Uno dice la verdad y otro miente. Sabiendo que en la misma habitaciéon no puede haber una dama y un
tigre y que puede haber dos damas y dos tigres, se pide decidir 16gicamente qué puerta se debe abrir para
liberar a la dama si es que existe. Ambas habitaciones estan ocupadas.

CARTEL 1
EN ESTA HABITACION HAY UNA DAMA Y EN LA OTRA UN TIGRE.

CARTEL 2

EN UNA DE ESTAS HABITACIONES HAY UNA DAMA Y EN UNA DE ESTAS HABITACIONES
HAY UN TIGRE.
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- Suponiendo que los dos carteles siguientes dicen ambos la verdad o mienten ambos. Deducir en qué
habitacion hay una dama, sabiendo, como antes, que puede no haberla.

CARTEL 1
AL MENOS EN UNA DE ESTAS HABITACIONES HAY UNA DAMA

CARTEL 2
HAY UN TIGRE EN LA OTRA HABITACION

[20] Discurso sobre los estudios de Informatica en clase de Logica:
Serioras, seriores, buenas tardes:

Es hora de que recapacitemos sobre los estudios de informdtica en visperas del asentamiento de
la titulacion en nuestra Universidad. Se sabe que si los ordenadores hablasen los informdticos no
existirian. Por otra parte, en la ultima reunion del Consejo de Universidades, éste afirmo que: "...la

n

Universidad titulard informaticos mientras los ordenadores no hablen ..."; afirmacion que nos parece
muy correcta, si bien lo cierto es que los ordenadores no hablan pero los informaticos existen.

A la vista de todo ello nos preguntamos: ;Es, por tanto, coherente que la Universidad expida
titulos de informatica en la actualidad?.
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(1]

(2]

d)

[4]

8. Soluciones
a) p—>q h) p—q
b) pAq ) p—q
c)p i) pAq
d) prq k) p—q
) p—q Da—p
fg—p m) (pv—p)Aq=q
g PAq n) —q—p

p = Resultado obtenido menor al previsto en 5 unidades.
q = Haber realizado el proceso a la temperatura adecuada.

r = Existencia de errores en los calculos finales.

(—qvr)—>p

p = Analisis realizado es necesario.
q = Nos dejamos llevar por la precipitacion.

r = Nos paramos a reflexionar sobre el mensaje que se pretende transmitir.

(@—=>-p)A(r—p)

p = El cancer lograra curarse.
q = Se logra determinar su causa.
r = Se consigue encontrar firmacos adecuados para prevenirlo.

s = Se consigue encontrar farmacos adecuados para curarlo.
ﬁ(q/\(rvs))—>—.ps p—>(q/\(rvs))

a) X+y

b) Xx+y+Z

C) XW+ XZ + Wy

+
Habria tres posibles soluciones | Xy +
+

V XyZ 4+ VWXZ + VWX + Wy

Para realizar las demostraciones se parte de que X@® Yy = Xy + Xy, y se desarrollan las expresiones

resultantes hasta llegar a la demostracion deseada. A continuacion se presentan los primeros pasos de la
demostracion de asociatividad:
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Si desarrollasemos X (-D(y ® Z) obtendriamos la misma expresion, con lo cual habriamos demostrado la

propiedad asociativa.

Las demas demostraciones se realizarian de forma similar.

[5] La funcion, minimizada seria a +b

[6] La expresion minima seria: bed +acd +abd +abc.
[7] (p—a)a (—|p N (( pL—> q1) A (—pl— rl)))

[8]1 (p—>a)A(-p—>r)
- Forma normal conjuntiva: (—|p v q) /\( pv I’)

- El razonamiento NO es valido, pues podemos encontrar varias interpretaciones que lo hagan Falso, por
ejemplo,r=F,w=F,q=F,p=V,s=V, (=V.

[9] a) NO es valida, ejemplop =V, g =V, r=F
b) SI es valida.
¢) NO es valida, ejemplop =V, g=V,r=F

[10] a) Al operar quedaria: —pv—pvqv p=V

b) (~pAgGA—T)v(—pAgAs)

[11]  a) pvq
b) (-pvavs)a(=rvs)

[12] En ambos casos se llega a la clausula vacia = Razonamiento correcto.

[13] a) SI es valido, Antonio gand la carrera.
b) ES valido, come un caramelo.

¢) El razonamiento NO es valido, ya que puede darse el caso de que ninguno de los dos quiera al
otro, y las premisas serian ciertas, pero la conclusion Falsa.

d) El razonamiento NO es valido porque puede darse el caso de NO salir temprano y llegar tarde
habiendo nevado y siendo dificil conducir. Cumpliéndose todas las premisas.

e) NO es valido, puedo salir al campo, lloviendo y respirar. Luego no se deduce que respire si y
solo si no llueve.

f) NO es valido.
g) NO es correcto.
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h) NO se puede deducir ninguna de los dos, ni que bebiese Ginebra ni que no tomase chocolate.
i) El razonamiento ES correcto.

j) El razonamiento ES correcto.

[14] Ambas expresiones se deducen légicamente suponiendo que todas las frases sean
Verdaderas, se puede comprobar que solo existe esa posibilidad.

[15] Ninguna de ellas era la asesina, pues las amaba a las tres.

[16] Si es Falsa la sentencia "Si el acusado es culpable entonces tenia un testigo", por la tabla
de verdad de la implicacion, el antecedente es Verdadero y el consecuente Falso, luego el antecedente es
Verdadero, es decir, el acusado seria culpable.

[17] El razonamiento es correcto en términos 16gicos.

[18] Se casan, viven felices, pero no comen perdices porque estamos en veda.

[19] - La tinica forma de que un cartel diga la verdad y otro mienta es que el Cartel 1 mienta y el
Cartel 2 diga la verdad. Con lo cual habria un tigre en la habitacion 1 y una dama en la habitacion 2.

- La tnica posibilidad es que los dos carteles digan la verdad y habria una dama en la habitacion
2 y un tigre en la habitacion 1.

[20] Si, se sigue que la universidad expenda titulos de Informatica a partir de las premisas. El
razonamiento es correcto.
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